F;re(.o\\‘Sh:“\j 13, del &

-

Tillampninaar av bestamda integraler Grofen Gl en jdma funbtion &7 symmetrisk
N4 ~ .
. 5&:ww\a och wdda Funktioner (94.1) under spesliu\:) . g-axelq (‘fea“":) : G“\SC).

- plana «jtors ereer (4.1) Grefe~ il en wudde Cualtion or SUMMQQI;SI‘

-~ ro&m&,;ous(a.rofpard VO(;MQV [‘(.l) wunder~ Sreb((hﬁ ( or;so (SPth-u\D v P“”Qk)

e rotation («.rfv\D x-oxeln

E") Funltionen G(")-"-['&s o r :);:ww\,
fu~ktlionen g(x\:)( or wddas

+ 9

o rotokion Lring y-axeln

>

Jomne och wddo Lunltioner ‘F("‘):‘{‘F(‘\"\ (j:F(K) -------- Y= 3(&)
. AN S g =t
Det] En tunbtion £ D2 R kalles ﬁ = - S
. 4 > 1
P ";;my\ [o X 22’ ‘F(-—XB - {(x) Go'f O\“Os X e D.F 1 1 :,‘,”
B wdd o o A £(-=) = -F(=) for ala xce Df T} o -+ 6(—1):—1
Viktigo exempel” R“c‘“e'eﬁ‘er ’
S;W\h - 3:0-\“: 3;:»-"\1 uddo ¢ wddew = wdden,

—:jzw\v\O\‘. c0S x, )(P dc:r P j;mr\( . N
(ja.w\b\ 4+ wdda = varkéea So:w\w eller mddk)’
- wddas sin x, xF ddr p wida

j;u—u\- Szw\k‘: ':mw‘, wudde- wdda = j;:ww\
‘ - 1. 2 _ .
Ex) Om £(x1=2 x? sa ar £(-x)=(Ex17= 0= 0(x) juman s wddo = Ydd o

fs S -n 3 3
[N x) = X Y o~r £(- = (- = e =°¢( ~ ==
O .G( \ o | x) K\ X "3 1/)“ = J X 1/ wdda = udda

/
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Fare.(;:s«\faﬁ 13, del b

(wteqration ov en jEmn eller wdda ' Conlibion

over ettt intervall SU)V“‘P‘\CfrTSC\.t (*,;hx-x._o,'

- Om  £0=)

e\ ”
l“M"\ .

=

a .0 ot
S\_ fF(x)dx = j-a £(>) dx + jo f(x)dx =

Pl
-

[ t=-=x 1 x=0 S t=0 j
) (dx:‘-—dt . xz-a & Lo
. £ Sc'.'wu\'-
- j Fl-0)(-dt) + [ (=) dx = ( £(-t) = ()
o (o}
2 -0 fe)dt + [ () dx =
a o

= §oeyde~ [ E) dx = 2] fadx

—

- Owm (("\ wdde *

_S'_t: E(=x)dx = S‘: E(e) dt + \(:{l(,‘)d,‘:
ol I
= =7 fttyee+ 5 Earex = 0

————y

»

Pa  Samina satt Sowm O\It’u\{

Arem‘ocr;(‘u\:ko\ 1 p(o.-scft wed k’j:(e oV

bes Eoinmd a :wﬁcsr.._(er:

L&E € voewa en k.Ov\(:f(\u.Qr(fj Cuaunltion

[e 6],

?: ettt slukek ;»\kelva((

Latr D vera ow\r:de,k SO loeaf;:v\ﬁks e
x-oxeln, %fo&en el € ((—u-\kﬁons(«u/vﬂs'\\,

Samt Je. ver kikeles ((y\Se.Mk x=o ockh x=b,
L;-(.' W\(B) Uonwro- Greoun aw D KDM, :(4\23.

§° 601dx om £6120 € alla xe[a,b]

m (D) = .
'-S“a £(x)dx bM- C(x)<0 For alle xe [x,bl



Fé‘re.l;:sﬁu\ﬁ 13, del ¢

Reag(;« for oreon “ over eller under en D,AG W Hp\f har Vi fb\Do; vert i alea li}«jer, villeet
lecan Se«er«t(sero.s eVl en regel @t;\r' “areon be{wy)er att vi sk« fkﬁa3}9r~ maellain =~

(&)

melloan tva grkéer Vordewa Eor sklvningspunbterna.

° ; ) ‘ z -
Lot £ ocW 3 Varo kov\tir\uef.(?vjo\ Funlitiowne, QXZ"S"'Q: -~ x5+ 6x 1 =

p; [, 6] sadenan att £(x)2 3(,‘) €or alle xe[q,k], Axto9x =0 & Ix(x-3)=0 <2

i N . x=0 eller x=3
L2e¢ D vara omradel som loeor-m.siu av

Srmeelvxk &.((\ € ock 3 sambt de vertikala \/“ SL\0~ A.Ht.!; QAQCDWQV& over intervallet
\(v\‘)eu\s = ock x=b, wyéd e m (D) 0< x £ 3. Eftesom dek tnke £lans Fle~
b7 S(uarv\;.\JSPv-nkfer MOJ(( €n &v {-‘u.-\.ke.o»\e,m\:\
B galler: wm{D) = Sa(e(:d—b(x)\d,( = e S Zyre S denm andra SverallE 4.

~ testar okt thtegrera

§3 ((axt-3x-2) = (- x4 6x-2)) 9= =
= §3(3x2~9%)dx = 3 [, x?Ix —9{3 xdx =

Exg RBeralhna arean av omradet Som-besr}:nsoss

av kurVOrv\k‘ ‘j = 2.)(1-32(“‘7\ och {3:"‘)(1‘(' Ex-2-

313 _ 2. 213 =~ 23 . 9 '5 =3 _.__
[X lo 1[>< ]b 3 (‘ }“
(JE- Ex. 41 Vi FG:C(‘L e;(-,—t r‘\ee)a.(:w t’ ta(; e €A OrCin ar
i bolen ) al(€Td posTeiv ! AIESS mste vi ha
Axt=3x-2 $ ~x**6x-2 (o alla xelo0,3], N
vilet SCabmner med G?Du\fe.\l och asan bil{r -%:

T‘-ES‘ R:tk {325“/, («O\\o\ {egLe.,\f
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L;f, F varos ew (Lo«nﬁfvwcerh‘a funlkion Q: [9,' L].-
Da kurven 3:€(,¢) rotevar (A.r:b\i) x-oxeln
olsba en ro(.\a.{:fo«;ntc\, som Ell(samimmant

MQC’ Pla».eu X =a och X:—b ‘\-&skcs‘ww en (/.VOPP_

? Axk
~—

Vod ar vo(bb‘mew ov  hroppen

j = G(a(}
f(z)

orea’

are o’

146 G(Su\z

For verje w=1,2, ... %é‘r vi e~ (.\de(ui.\ﬁ aV

[ 6] © n detintervall Lxe xo) (k=t,2,..,n)

Jdar a=Xe< X1 < %X, € - < X, = b

Saden att.,l;.'v\jdf,-\ av det (;5\35{'& delintervalle t
6,:( mot noll da w0, For VO\/SC, n=1,2, ...

Rrew\&u\ASWW\M‘N

dar S.€[x..q, x
R'\: i{:\:i F(ik)ﬂxk “ - “']

och AXI": )(k_. Xf-q.

ho~r vl d:- en

-F(}"‘\A)(‘_ % Ar€on av en Smal rekwasd
| med hEjd £(5u) ok bred Axi
R £(3) +  oarean av en cirkelskiva

med radie F(£Q)

1 F(;kszA KL_-' VO( men av ew (:(AV\M\ CU{:"\JQV‘
me d cirkelskive wed radie €(F,)
Sowa bot(:emj'co-, oc\ L\SSJ AXy
(e.\ tunn S(A:\fﬂ- av ro&k:m«lk-«oft?n}

be,% veviiee v k:\m\'\\ot okt defialera Uo(tamev\

oV ro&o\tromskroPeeA S0 wA 3r;:wsv£:rde.t

& "
[(M E
=

A% 00

RFEN* Axy = mf - £0x)2dx

Lilketen \CS‘(jer av ate Z.Z-,,?(,fdtxk ear e Riemann-
for Funlcionen ‘F(")L .

GQ‘SC) av Riewmanniuwnmamaor D;r wast SiG(")ldx

Sumnan~a oclh denana

da w0 (se Forelasaing 'Y
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Q:z

V‘; dein Som loeﬁr;:hsks

Ber\o:(u\o\ e OLIA AV de o‘:nd(?bo\ owmA -
z .

Av (A.urVau\ (3"-)& OC,L\

o) Po;ft(v« x-axeln oclh Jde vertikela

(I.\Sejwo\ x=1 ochh x=17,

b) povitiva o\)'«xeln ockh den horisontella

((n]e.»\ YW= 1.

(44 14
= = (at-1")
S\/o\f’ 1_?.

q

1S
((Uomtrolls == >0, om'_}

k) L;Sh:“\g‘-

Lee F vora den Lonibtamta fu~lktionen
f(=)=1 ech sake 3Cx)=—>¢?. Do her vi
x =1

-“(1):3(:&\ = 123 &

Do tuee fFunbtlonsburverna sbor ol Eson

Verand e a; x=1, S:. v: S(«G\ ;'\ttﬁfefk
over intervallet (O,[}. Pa dekba iutervall
har v f(x) 2 3(;:) . Sa oveon blir

1
50 FC=)d x — 501 3("\o‘x = S: dx —Slxzdx

1!

[, = £ (=], = (16}~ L(1-0) =

)

3
1— o, w—
<‘

A
4
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SVo\f‘. e

(Kontbrolls = >0, ouw! )
/
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-

Rotationshroppars volymer (4.2)

- Gcr(:,; :ttu\:»\s-. Vo t'x&:ov\ (q_f:y\o kﬁ— a\xe(,\

Difter e~biolehvatblioner

5 SQP“PKB‘O\ (S,lx

Lot £ vare en konkinuerliy funktion pa [a,b]

och (at D veare owmradet | plennet sOm

L,Qoar;:,\;o\g av x—b\xclv\( hwrveena %:E(‘:\ och
cckh x=l,

[’(K.’).e/u\a\ X.= e

Forre O;Abcn S-:-3 v %oﬁﬁ vo(%,w\e»\ av
kroppe IO alsCra s da D voterar (Arc'v\j

x-a\xetV\ &\f

ﬁ 5: £0<)* dx

——

Ved o Vo(bme.n ‘v (AVO?PCA soi  oals Eras

da D roterer- wav\:) tg-o\)cels\?

VO anbar har att 0SS a < b otk att f(x)20
] €or ella e fab] (vikeigt t)

S o v a

Fé'r varje A=1,2, ... or vi _ .
tndelning ov [a.b] somn forwt (se Fore-
losming 13, del d).

L_:.e d,\ v oo l;\a\sde.\ o/
d.20 da - 00,

£(5.)

- e

.————ﬁ’x

-
T AU d

2 2
ka - nx‘t"l -

Qre o -
o rt(’((}")((‘_’;)

Sumamere vo(‘\j men

Dc_u L\;:r 32‘\32}\ sl vi

r{.&-‘aur.
o=

av cb\(uéra« dour bosytorna ar. c:/(xtl

- . z 2 -
6frke,lru\3ems areoc. T'C(K(‘—-Xk_‘ ) =

= 7'(-()(14.*- Xk-l\(xk+ KL,') - TtAXk_(XL,‘ + Xk} =
= W DAxe (xeo+ (xe, + Ax,‘)) =
= "Q_Vﬂ'xa_( Ax, + n(ax)?

Cc\jl;»d er?\s vo (vu—\ . An ‘F( ;‘,_\ X DXt n{:(f(..) (Ax-a.)l
Vo (-3 Mmen av yo €~Hvo n“S L»r.i) pen’

v Zl:'-t (lﬂ G( fk) Kimt Axa + R:F(fu\ (AXL_)L\) =

" B

= 2n }3;":02:1 f(E )% Ax, + 1 ZZ__, fz.) (%) =

= S: C(xﬁx dx [ ettersom T T OL(5.)(Ax, )€
s dh 22;1 (\(;h) Axk ._?

ﬁ,O'J:{(x)dx'-'O do R~ 00




Fa‘re,t&‘sﬂ:ng 14, del b

EX) Lat D vara den halva cirkelshiva med
ro\dIQ v Jowa bCSr:r\Jc\S av ((uVVcw\ ‘j: 1 rl_xi
och tntesvallen [O,r] P‘: X- oth \j‘oudwv\ov Reralima

vo(vw\ev\ av de kroppar Soun alstr~s Ja D

roterar (af«'v\J x - respekEIue «j-o\xelm'.

glrr-xt & xFrygtart (y50)
X
Sake F(*‘\‘-‘-‘-\ir’--xz

T f; Fl(\rdx =

x-axeln*

Korine

44 f; (rt-xt)dx = “'15;* dx —ﬂj;ng&:

3 r _ A

- nrz[xl" --;[x“}o,,znr‘-r— —,ng
1 2 3

= ner3(1-=% = ST

I

Volymen av ebt halvk kot med radiem v, §Eammer |

Keing g-axeln: 2w [T £(x)x dx =

=2r§ 7 {roxr x dx (=)

w= rt~xt

\—’V—J'*""" x%r <y w20
(:: "'id“ x=0 & w=rt

R p 30277 = 23
= <72 [w'*]

Vo(3A% av ettt helut ot med radiea p, S(:;Mw\er!

x|

av lfkj'ev\ c3='1-,-x ochh itntervallen [O,l-] P:

Lat T vera tf:ou—\JC‘k $6m Lejm:nd:\s

X = Voo(\ (j-a.x!a."ka. Ber;:(v-\c\ valvu«c-\ av Jd¢ kfoﬂm-r
som alibtras da T roterar (-.-—TA3 x- respeltive
(j-once(u\

Scte f(=)=1-x

= nj;(1—lx-+xz)éx:n[x-x1+—x3]1 =

{
= n(1-1+3)=
KV:LI A-O\xelv\'- LI S‘of-(x)xdx :‘QT\I;(‘-K)K(‘]{(:

lﬂjé(x—xz)dx = 1“[25_,-)(1-13-)(3310 -

Lo Y = . e B
AR -z‘"" 3}—37( C~@

1}

— i |l bada fallex volymen av en cirbuloer kon med

redie 1 och kSSé 1, stammer .



Fa‘rzléis-\:.\3 14, del c

Di €ferentialebvationer (S,l\

En (ordinar) ditte-entialehvotion oar en

e ———

elvetion

‘j(x) ov en variabel x, och Jdess derivator

En ‘aSh;"\j Eill en ditterential-

W, gl L -

clhvantion or alltsa en Guv\(«.kfo“\, inte ett tal.

Massor av Eillampuningar (nom £4ysTk, kemi,

\o'uoloai, ehondmi ... {

En dfefgren&\'mle,(av%t(‘or\ av ordhfng n=1,2,:.

‘anehaller derivator av ké‘as(: Ofdk‘:v\ﬁ .

Vi har redan lor€E oSS T flera olika Eall
hwr Waaa (o'ser en £Srste ordni-\t)e_f\s

Y= £(x)

d\'fferent?o\\c,(-wo\ ET o Ow E&ern

das {‘(x\ ar en land funlition.
Vi hallnde di varje (S'saing g fo'r en primltiv

5€(x)d;g (Obckamd (uttsra‘) Eor W\;‘r\adc.\ av

all on o;halt‘at_ M;V\DO\ IQ‘SKZ‘,\?)“,_

som innehaller en ohand Funktion

A nact exew\Pe( P;‘ en forsta Ode\;»\SCu\S

ﬂ"()() — (j()()

dietere~tianlehvetion

Tl 3Willaad €ran den forra har vi nu aven
ena (j—('.e.”M (“&Rr\ de't.Vu&of.) men :0\36—\ term

-

som oar ean kand Guw(d.t:o»\ oV X .

Vi solker allesa e~ Funltion 9 Som ar $in
egen Jderivaton® ‘j:‘j A\veu\' T deftta fall
Finang  det o&\ndlfa(’. M:s»‘\j&\ (S‘Sh:nbﬂf‘, 3(::):. Cej‘

a;r C or ean Lownstant.

H;‘are_ Ofdh;w\bc.rs diceerentialebvotioner ov
Y= =), Y = (=), oo han

(; b;.ﬂra\ Call) lOosas 62»\03\4 ufpf&po.dv fmﬁet)faﬁ[s:sh.

'(sto‘:en

VOVSC, ;V\tearo-t:"'\ 69—" en vuj kownstant !,

Exi Los 9ditterentionlelvakionen "3”("):3!

(j"(,qzs & 3'(&% It C & ylx)= %xu(bwb

6;.’ C och D o~r DOdt‘aCL\\:a“ kowskanter:

Delf\ allmeannos lo\‘Sn:v\ﬁey\ 0 en difterential-

ehvation av o0rdunia

n anehaller n Scd.&t’d&ub-d\
!&O\i‘kv\’\ﬁef (O;AJ(:%Q M;u\3~ SPQC;C\\k [6\5“\:*\3&f )



